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1 本書の目的 

本書は「航空機構造解析の問題集」の問題の回答例を示したものである． 

 

2 フリーボディ・ダイヤグラムと内部荷重 

2.1 剛体の釣合い 

2.1.1 棚 

フリーボディ・ダイヤグラムを図 2.1-1 に示す．この図を参照して，上下方向の力の釣合い，点 A を基準とし

た x軸まわりのモーメントの釣合い，y軸まわりのモーメントの釣合いの式を書くと以下のようになる． 

06006315

060015246

0600

=×+×−×−

=×−×+×

=−++

CB

CB

CBA

RR

RR

RRR

 

未知数が３つ，方程式が３つなので，この構造は静定である．MS-Excel のソルバーを使ってこの連立方程式を解

くと，表 2.1-1のようになる．反力の数値を入れたフリーボディ・ダイヤグラムは図 2.1-2のようになる．表 2.1-1

で計算した反力はすべて正の値であるので，反力の方向は図 2.1-1 と同じである． 

 

表 2.1-1 棚 – MS-Excelのソルバーによる連立方程式の解 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-1 棚 – フリーボディ・ダイヤグラム 

A

B

C

P = 600 lb

6 inch

9 inch 6 inch

9 inch

9 inch

3 inch

R
A

R
C

R
B

x

y

R_A R_B R_C P

(lb) (lb) (lb) (lb)

94.7 173.7 331.6 600.0 変化させるセル

R_Aの係数 R_Bの係数 R_Cの係数 Pの係数

力の釣合い 1 1 1 -1

x軸まわりのモーメントの釣合い 0 6 24 -15

y軸まわりのモーメントの釣合い 0 -15 -3 6

R_Aの項 R_Bの項 R_Cの項 Pの項 左辺の合計

力の釣合い 95 174 332 -600 0.00 制約条件： 左辺の合計=0

x軸まわりのモーメントの釣合い 0 1042 7958 -9000 0.00 制約条件： 左辺の合計=0

y軸まわりのモーメントの釣合い 0 -2605 -995 3600 0.00 目標値： 左辺の合計=0

未知数

連立方程式の
係数

連立方程式の
各項
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図 2.1-2 棚 – 完成したフリーボディ・ダイヤグラム 

 

荷重負荷点を基準とした x軸方向のモーメントの釣合いをチェックすると，下の式のように釣り合っている． 

6.06.33197.17397.9415 =×+×−×− （誤差） 

 

 

A

B

C

P = 600 lb

6 inch

9 inch 6 inch

9 inch

9 inch

3 inch

94.7 lb

331.6 lb

173.7 lb

x

y
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2.1.2 ２本の円柱の接触 

まず，上の円柱のフリーボディ・ダイヤグラムを描くと図 2.1-3のようになる．この図を参照して力の釣合い式

を書くと， 

x 方向の力の釣合い： 030cos30sin =+− oo

BA
RR  

y 方向の力の釣合い： 020030sin30cos =−+ oo

BA
RR  

となり，未知数が２つ，方程式が２つで，この問題は静定である．これを MS-Excelのソルバーを使って解くと表 

2.1-2 のようになる．２つの反力は円柱の中心を通っており，外力の作用点と一致しているので，モーメントの釣

合いを考える必要はない． 

 

表 2.1-2 上の円柱 – MS-Excel のソルバーによる連立方程式の解 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-3 円柱の接触 – 上の円柱のフリーボディ・ダイヤグラム 

 

次に，下の円柱のフリーボディ・ダイヤグラムを描くと図 2.1-4のようになる．下の円柱では RBは外力である．

この図を参照して力の釣合い式を書くと， 

x 方向の力の釣合い： 030sin30cos =+−−
DCB

RRR oo  

y 方向の力の釣合い： 018030cos30sin =−+− oo

CB
RR  

となり，未知数が２つ，方程式が２つで，この問題は静定である．これを MS-Excelのソルバーを使って解くと表 

2.1-3 のようになる．３つの反力は円柱の中心を通っており，外力の作用点と一致しているので，モーメントの釣

合いを考える必要はない． 

 

A

B

C

D

30
o

R
A

R
B

P
1
=200 lb

y

x

20 inch

R_A R_B P1

(lb) (lb) (lb)

173.2 100.0 200.0 変化させるセル

R_Aの係数 R_Bの係数 P1の係数

x軸方向の力の釣合い -0.5 0.866025404 0

y軸方向の力の釣合い 0.866025404 0.5 -1

R_Aの項 R_Bの項 P1の項 左辺の合計

x軸方向の力の釣合い -87 87 0 0.00 制約条件： 左辺の合計=0

y軸方向の力の釣合い 150 50 -200 0.00 目標値： 左辺の合計=0

未知数

連立方程式の
係数

連立方程式の
各項
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表 2.1-3 下の円柱 – MS-Excel のソルバーによる連立方程式の解 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-4 円柱の接触 – 下の円柱のフリーボディ・ダイヤグラム 

 

反力をすべて書き込んだフリーボディ・ダイヤグラムを図 2.1-5に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-5 円柱の接触 – フリーボディ・ダイヤグラムのまとめ 
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y
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R_B R_C R_D P2

(lb) (lb) (lb) (lb)

100.0 265.6 219.4 180.0 変化させるセル

R_Bの係数 R_Cの係数 R_Dの係数 P2の係数

x軸方向の力の釣合い -0.8660254 -0.5 1 0

y軸方向の力の釣合い -0.5 0.866025404 0 -1

R_Bの項 R_Cの項 R_Dの項 P2の項 左辺の合計

x軸方向の力の釣合い -87 -133 219 0 0.00 制約条件： 左辺の合計=0

y軸方向の力の釣合い -50 230 0 -180 0.00 目標値： 左辺の合計=0
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2.1.3 前胴のキール・ウェブ 

図 2.1-6 にフリーボディ・ダイヤグラムを示す．ロンジロンの反力 R3の方向余弦は点 3→2のベクトルの方向余

弦であるから，これを計算すると， 

( )

0995.0
6

,9950.0
60

30.60660 22

==−=
−

=

=+−=

L
m

L
l

L
 

反力 R3の x方向成分と y方向成分は，図 2.1-6の向きを正として， 

3333
0995.0,9950.0 RRRR

yx
==  

フリーボディ・ダイヤグラムを参照して釣合い式を書くと次のようになる． 

x 方向の力の釣合い： 0180003 =+− xR  

y 方向の力の釣合い： 036000
321

=++−−
y

RRR  

点 2まわりのモーメントの釣合い： 036000818000860660
332

=×+×−+−−
yx

RRR  

未知数が３つ，方程式が３つで，この構造は静定である．これを MS-Excel のソルバーを使って解くと表 2.1-4 の

ようになる．完成したフリーボディ・ダイヤグラムを図 2.1-7に示す． 

 

表 2.1-4 キール・ウェブ – MS-Excel のソルバーによる連立方程式の解 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x成分 y成分

点2と点3の座
標の差

(inch) 60 6

点2と点3の距
離

(inch)

方向余弦（符
号なし）

0.99503719 0.09950372

① ②

R1 R2 R3

(lb) (lb) (lb)

③ ④ ⑤

解 35400 2400 18090

R1 R2 R3x R3y 外力 外力

(lb) (lb) (lb) (lb) (lb) (lb)

=③ =④ =①×⑤ =②×⑤ -- --

35400 2400 18000 1800 18000 36000

R1の係数 R2の係数 R3ｘの係数 R3yの係数 外力の係数 外力の係数

x方向の力の釣合
い

0 0 -1 0 1 0

y方向の力の釣合
い

-1 -1 0 1 0 1

点2まわりのモーメ
ントの釣合い

0 -60 -6 60 -8 8

R1の項 R2の項 R3ｘの項 R3yの項 外力の項 外力の項 左辺の合計

x方向の力の釣合
い

0 0 -18000 0 18000 0 0.00
制約条件： 左辺の合計

=0

y方向の力の釣合
い

-35400 -2400 0 1800 0 36000 0.00
制約条件： 左辺の合計

=0

点2まわりのモーメ
ントの釣合い

0 -144000 -108000 108000 -144000 288000 0.00 目標値： 左辺の合計=0

60.299

変化させるセル

未知数

連立方程式の
係数

連立方程式の
各項
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図 2.1-6 キール・ウェブ – フリーボディ・ダイヤグラム 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-7 キール・ウェブ – 完成したフリーボディ・ダイヤグラム 

 

荷重負荷点（点 5）を基準としたモーメントの釣合いをチェックすると，下の式のように釣り合っている． 

96.3180900995.052180909950.014240052354008 =××+××−×−× （誤差） 
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2.1.4 エンジンの取り付け 

反力の記号を図 2.1-8 に示すように定義する．反力 RCの方向余弦は単位ベクトルの各座標軸の向きの成分であ

るので次のように表わすことができる． 

oo 30cos,30sin,0.0 −=−== nml  

反力 RCの x，y 成分は，図 2.1-8の向きを正として， 

oo 30cos,30sin
CCzCCy

RRRR ==  

フリーボディ・ダイヤグラムを参照して釣合い式を書くと次のようになる． 

x 方向の力の釣合い： 08000 =−− AxR  

y 方向の力の釣合い： 0=−−−
CyByAy

RRR  

z 方向の力の釣合い： 01000 =−−+ CzBzAz RRR  

点 D基準，x方向のモーメントの釣合い： 0400250500500 =+++
CzCyByAz

RRRR  

点 D基準，y方向のモーメントの釣合い： 0800600800 =−− CzBzAz RRR  

点 D基準，z 方向のモーメントの釣合い： 0800600800500 =+−+
CyByAyAx

RRRR  

未知数が６つ，方程式が６つで，この構造は静定である．これを MS-Excel のソルバーを使って解くと表 2.1-5 の

ようになる．完成したフリーボディ・ダイヤグラムを図 2.1-9に示す．反力RAxとRByの符号が負であるので，図 2.1-9

ではこれらの反力の向きを逆にした． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-8 エンジン・マウント – フリーボディ・ダイヤグラム 
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図 2.1-9 エンジン・マウント – 完成したフリーボディ・ダイヤグラム 

 

点 Eを基準としたモーメントの釣合いをチェックすると，下の式のように釣り合っている． 

x 方向のモーメントの釣合い： 50285750011634006712501591500 −=×−×+×+× （誤差） 

y 方向のモーメントの釣合い： 60057114001000800 =×−× （誤差） 

z 方向のモーメントの釣合い： 200285714008000500 −=×+×− （誤差） 
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2.1.5 骨組み構造 

反力を図 2.1-10のように定義する．釣合い式は次のようになる． 

x 方向の力の釣合い： 06000 =+BxR  

y 方向の力の釣合い： 04000 =−+
ByAy

RR  

点 B基準，z 方向のモーメントの釣合い： 0400060060009001900 =×+×−−
Ay

R  

これらの式を解くと， 

NR Ax 1579−=  

NR Bx 6000−=  

NR
By

5579=  

この計算結果を図 2.1-11に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-10 骨組み構造 – 反力 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-11 骨組み構造 – 反力の計算結果 
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図 2.1-12 骨組み構造 – フリーボディ・ダイヤグラム 

 

全体のフリーボディ・ダイヤグラムを図 2.1-12 に示す．この図を参照して部材 C-E-F の釣合い式を書くと次の

ようになる． 

x’方向の力の釣合い： 06000
2

2
4000

2

2
' =×+×−
Cx

R  

y’方向の力の釣合い： 06000
2

2
4000

2

2
'' =×−×−+ EyCy RR  

点 F基準の z’方向のモーメントの釣合い： 0'2400'2900 =×−×−
EyCy

RR  

この釣合い式を MS-Excel のソルバーを使って解いた結果が表 2.1-6 である．フリーボディを完成させると図 

2.1-13のようになる． 
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表 2.1-6 骨組み構造，部材 C-E-F – MS-Excelのソルバーによる連立方程式の解 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-13 骨組み構造 – 完成したフリーボディ・ダイヤグラム 

 

R'_Cx R'_Cy R'_Ey 外力 外力

-1414 -5657 12728 4000 6000 変化させるセル

R'_Cxの係数 R'_Cyの係数 R'_Eyの係数 外力の係数 外力の係数

x'方向の力の釣合い 1 0 0 -0.70711 0.70711

y'方向の力の釣合い 0 1 1 -0.70711 -0.70711

z'方向のモーメントの釣合い 0 -1272.8 -565.7 0 0

R'_Cxの項 R'_Cyの項 R'_Eyの項 外力の項 外力の項 左辺の合計

x'方向の力の釣合い -1414 0 0 -2828 4243 0.00 制約条件： 左辺の合計=0

y'方向の力の釣合い 0 -5657 12728 -2828 -4243 0.00 制約条件： 左辺の合計=0

z'方向のモーメントの釣合い 0 7200000 -7200000 0 0 0.00 目標値： 左辺の合計=0

未知数
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チェックのために部材 A-C-D-B の点 Aまわりのモーメントの釣合いを計算すると次のようになり，計算結果は

正しいことがわかる． 

点 Aまわりのモーメントの釣合い： 10055791900900014005000400 =×+×−× （誤差） 
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2.1.6 脚構造１ 

反力を図 2.1-14 に示す．横向き（y 方向）荷重に対する反力は点 B で取るとする．釣合い式を書くと下のよう

になる．未知数が６つで，方程式が６つなので，静定構造である． 

 

x 方向の力の釣合い： 012000 =+++ CxBxAx RRR  

y 方向の力の釣合い： 07000 =+
By

R  

z 方向の力の釣合い： 055000 =+++ CzBzAz RRR  

x 軸まわりのモーメントの釣合い： 07000601010 =×++− BzAz RR  

y 軸まわりのモーメントの釣合い： 0550006120005225 =×−×−− CzR  

z 軸まわりのモーメントの釣合い： 0700061010 =×+− BxAx RR  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-14 脚構造１ – 反力 

 

この連立方程式を MS-Excel のソルバーを使って解くと表 2.1-7 のようになる．反力の値を記入したフリーボデ

ィ・ダイヤグラムを図 2.1-15に示す． 
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図 2.1-15 脚構造１ – 完成したフリーボディ・ダイヤグラム 
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2.1.7 脚構造２ 

図 2.1-16に脚構造２の反力を示す．横荷重（y方向荷重）は点５で反力をとる．この図に基づいて釣合い式を書

くと次のようになる．この連立方程式を MS-Excel のソルバーを使って解いた結果を表 2.1-8 に示す．得られた反

力を図 2.1-17に記入した． 

 

点 7の反力の成分：

7
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=×−×−× o

zz
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y 軸まわりのモーメントの釣合い： 012sin150005024
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=×+×− o

z
R  

z 軸まわりのモーメントの釣合い： 012sin150008166
65

=×−×+×− o

xx
RR  

 

点 O ではオレオ・ストラットの曲げモーメントを部材 5-O-6 に伝えず，ねじりモーメントだけを伝えるとする

と，部材 5-O-6 のフリーボディ・ダイヤグラムは図 2.1-18 のようになる．釣合い式は次のようになり，これを

MS-Excel のソルバーを使って解いた結果を表 2.1-9に示す． 

 

点 4の反力の成分：
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=×+×−×+×
zy
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z 軸まわりのモーメントの釣合い： 04341630016 =×+×+OzM  

 

 

 

 



滝
 

敏
美

「
航

空
機

構
造

解
析

の
問

題
 
–
 
回

答
例

」
 

2
0
11
/0
8
/1
8
 

1
8
 

                    

図
 
2
.1
-1
6
 

脚
構

造
２

 
–
 
反

力
 

 

x

z

y
7

1

2

3
4

6

5
O

1
5
0
0
0
 l
b

R
7

R
6
x

R
6
z

R
5
z

R
5
y

R
5
x

o
1
2

si
n

o
1
2

c
o
s

1

2
4

2
1

2
4

2
1

1
5
0
0
0
 l
b1
2
o

2
4
 i
nc
h

6
 i
nc
h

1
4
 i
nc
h

2
 i
nc
h

2
 i
nc
h

3
 i
nc
h

3
 i
nc
h

2
4
 i
nc
h

2
6
 i
nc
h

8
 i
nc
h

x

y

z
z

1

3
2

2

3

5
4

6

45
, 
6

7
7

1

R
5
z

R
6
z

R
7

R
5
y

R
5
x

R
6
x

R
5
z

R
6
z

R
7
z

R
7
x

R
7
z

o
1
2

c
o
s

1
5
0
0
0

o
1
2

si
n

1
5
0
0
0

o
1
2

c
o
s

1
5
0
0
0

2
1

2
4



滝
 

敏
美

「
航

空
機

構
造

解
析

の
問

題
 
–
 
回

答
例

」
 

2
0
11
/0
8
/1
8
 

1
9
 

表
 
2
.1
-8
 

脚
構

造
２

の
反

力
 
–
 M

S
-E
x
ce
l
の

ソ
ル

バ
ー

に
よ

る
連

立
方

程
式

の
解

 

                       

x
成

分
z
成

分

点
3
点

7
の

座
標

の
差

(i
n

c
h

)
2

1
2
4

点
3
と

点
7
の

距
離

(i
n

c
h

)

方
向

余
弦

（
符

号
な

し
）

0
.6

5
8
5

0
4
6

1
0

.7
5

2
5

7
6

6
9

①
②

R
5
x

R
5

y
R

5
z

R
6

x
R

6
z

R
7

(l
b
)

(l
b

)
(l
b

)
(l

b
)

(l
b

)
(l

b
)

③
④

⑤
⑥

⑦
⑧

解
-3

0
0

1
0

-1
0
0

6
1

4
3

4
-1

1
1

0
9

8
6

3
3

R
5
x

R
5

y
R

5
z

R
6

x
R

6
z

R
7
x

R
7
z

外
力

(l
b
)

(l
b

)
(l
b

)
(l

b
)

(l
b

)
(l

b
)

(l
b
)

(l
b
)

=
③

=
④

=
⑤

=
⑥

=
⑦

=
①

×
⑧

=
②

×
⑧

--

-3
0
0

1
0

-1
0
0

6
1

4
3

4
-1

1
1

0
9

5
6

8
5
.1

6
4

9
7

.2
1

5
0
0

0

R
5
x
の

係
数

R
5

y
の

係
数

R
5

z
の

係
数

R
6

x
の

係
数

R
6

z
の

係
数

R
7
x
の

係
数

R
7
z
の

係
数

外
力

の
係

数

x方
向

の
力

の
釣

合
い

1
0

0
1

0
1

0
-0

.2
0
7

9
1
1

6
9

y方
向

の
力

の
釣

合
い

0
1

0
0

0
0

0
0

z方
向

の
力

の
釣

合
い

0
0

1
0

1
0

1
0
.9

7
8

1
4
7

6

x軸
ま

わ
り

の
モ

ー
メ

ン
ト

の
釣

合
い

0
0

6
0

-1
6

0
0

-7
.8

2
5

1
8
0

8
1

y軸
ま

わ
り

の
モ

ー
メ

ン
ト

の
釣

合
い

0
0

0
0

0
0

-2
4

1
0
.3

9
5

5
8
4

5

z軸
ま

わ
り

の
モ

ー
メ

ン
ト

の
釣

合
い

-6
0

0
1

6
0

0
0

-1
.6

6
3

2
9
3

5
3

R
5

x
の

項
R

5
y
の

項
R

5
z
の

項
R

6
x
の

項
R

6
z
の

項
R

7
x
の

項
R

7
z
の

項
外

力
の

項
左

辺
の

合
計

x方
向

の
力

の
釣

合
い

-3
0
0

1
0

0
4
3

4
0

5
6

8
5

0
-3

1
1

9
0

.0
0

y方
向

の
力

の
釣

合
い

0
0

0
0

0
0

0
0

0
.0

0

z方
向

の
力

の
釣

合
い

0
0

-1
0
0

6
1

0
-1

1
1

0
9

0
6

4
9
7

1
4

6
7

2
0

.0
0

x軸
ま

わ
り

の
モ

ー
メ

ン
ト

の
釣

合
い

0
0

-6
0
3

6
4

0
1

7
7

7
4
1

0
0

-1
1

7
3

7
8

0
.0

0

y軸
ま

わ
り

の
モ

ー
メ

ン
ト

の
釣

合
い

0
0

0
0

0
0

-1
5

5
9

3
4

1
5

5
9

3
4

0
.0

0

z軸
ま

わ
り

の
モ

ー
メ

ン
ト

の
釣

合
い

1
8

0
0

3
0

0
6

9
4

6
0

0
0

-2
4
9

4
9

0
.0

0

連
立

方
程

式
の

各
項

3
1

.8
9

0

変
化

さ
せ

る
セ

ル

未
知

数

連
立

方
程

式
の

係
数

制
約

条
件

： 
左

辺
の

合
計

=0

制
約

条
件

： 
左

辺
の

合
計

=0

制
約

条
件

： 
左

辺
の

合
計

=1

制
約

条
件

： 
左

辺
の

合
計

=2

制
約

条
件

： 
左

辺
の

合
計

=3

目
標

値
：
 左

辺
の

合
計

=
0



滝 敏美「航空機構造解析の問題 – 回答例」 

2011/08/18 

20 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-17 脚構造２ – 反力の計算結果 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-18 脚構造２の部材 5-O-6のフリーボディ・ダイヤグラム 
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図 2.1-19 脚構造２ – 完成したフリーボディ・ダイヤグラム 

 

 

図 2.1-19 のフリーボディ・ダイヤグラムによりオレオ・ストラットの釣合いをチェックすると，下の式に示す

ように釣り合っていることがわかる． 

 

x 方向の力の釣合い： 125678633
2421

21
3119

22
−=−×

+
+−  

y 方向の力の釣合い： 039138749
2211

11

22
=−×

+
 

z 方向の力の釣合い： 1133458633
2421

24
8749

2211

22
14672

2222
−=−×

+
+×

+
−  

x 軸まわりのモーメントの釣合い： 48749
2211

11
248749

2211

22
3146728

2222
=×

+
×+×

+
×+×−  

y 軸まわりのモーメントの釣合い： 228633
2421

24
38633

2421

21
24311950

2222
=×

+
×−×

+
×−×  

z 軸まわりのモーメントの釣合い： 22495031198 =+×−  
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4
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5 O
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2.1.8 脚扉 

脚扉の反力は図 2.1-20のようになる．x方向の反力は生じない．この図を参照して釣合い式を書くと以下のよう

になる．この方程式を MS-Excel のソルバーを使って解いた結果を表 2.1-10 に示す．この結果を図示したのが図 

2.1-21である． 

 

点 Bの反力の成分：

BBz

BBy

RR

RR

22

22

680300

680

680300

300

+
=

+
=

 

y 方向の力の釣合い： 02000 =+++
DyCyBy

RRR  

z 方向の力の釣合い： 0=++ DzCzBz RRR  

x 軸まわりのモーメントの釣合い： 0200035014040 =×+−
BzBy

RR  

y 軸まわりのモーメントの釣合い： 01000 =− DzR  

z 軸まわりのモーメントの釣合い： 020002501000 =×+
Dy

R  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-20 脚扉の反力 
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前方ヒンジ

圧力の合計
P = 2000 N250

y

xz

後方ヒンジ

D

R
Dz

R
Dy

y

z

250
310

640

40

160 140

圧力の合計
P = 2000 N

前方ヒンジ

C

B

R
B

R
Cy

R
Cz

R
By

R
Bz

y

z



滝 敏美「航空機構造解析の問題 – 回答例」 

2011/08/18 

24 

表 2.1-10 脚扉の反力 – MS-Excel のソルバーによる連立方程式の解 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-21 脚扉の反力の計算結果 

250
310

640

40

160 140

圧力の合計
P = 2000 N

前方ヒンジ後方ヒンジ

CD

B
yy

z

z

500 N

4024 N

5721 N

6253 N

2524 N

5721 N

E

y成分 z成分

点Bと点Eの座
標の差

(inch) 300 680

点Bと点Eの距
離

(inch)

方向余弦（符号
なし）

0.40364021 0.9149178

① ②

R_Cy R_Cz R_Dy R_Dz R_B

(lb) (lb) (lb) (lb) (lb)

③ ④ ⑤ ⑥ ⑦

解 -4024 -5721 -500 0 6253

R_Cy R_Cz R_Dy R_Dz R_By R_Bz 外力

(lb) (lb) (lb) (lb) (lb) (lb) (lb)

③ ④ ⑤ ⑥ =①×⑦ =②×⑦ --

-4024 -5721 -500 0 2524 5721 2000

R_Cyの係数 R_Czの係数 R_Dyの係数 R_Dzの係数 R_Byの係数 R_Bzの係数 外力の係数

y方向の力の釣合い 1 0 1 0 1 0 1

z方向の力の釣合い 0 1 0 1 0 1 0

x軸まわりのモーメント
の釣合い

0 0 0 0 40 -140 350

y軸まわりのモーメント
の釣合い

0 0 0 -1000 0 0 0

z軸まわりのモーメント
の釣合い

0 0 1000 0 0 0 250

R_Cyの項 R_Czの項 R_Dyの項 R_Dzの項 R_Byの項 R_Bzの項 外力の項 左辺の合計

y方向の力の釣合い -4024 0 -500 0 2524 0 2000 0.00 制約条件： 左辺の合計=0

z方向の力の釣合い 0 -5721 0 0 0 5721 0 0.00 制約条件： 左辺の合計=1

x軸まわりのモーメント
の釣合い

0 0 0 0 100962 -800962 700000 0.00 制約条件： 左辺の合計=2

y軸まわりのモーメント
の釣合い

0 0 0 0 0 0 0 0.00 制約条件： 左辺の合計=3

z軸まわりのモーメント
の釣合い

0 0 -500000 0 0 0 500000 0.00 目標値： 左辺の合計=0

連立方程式の
各項

743.236

変化させるセル

未知数

連立方程式の
係数
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2.1.9 ヒンジ・タイプのフラップ・メカニズム 

ヒンジ・タイプのフラップ・メカニズムの反力を図 2.1-22 に示す．この図を参照して釣合い式を書くと以下の

ようになる．この方程式を MS-Excel のソルバーを使って解いた結果を表 2.1-11に示す．この結果を図示したのが

図 2.1-23である． 

 

 

点 Bの反力の成分：

BBz

BBx

RR

RR

22

22

263394

263

263394

394

+
=

+
=

 

x 方向の力の釣合い： 02517 =++− CxBx RR  

z 方向の力の釣合い： 04320 =++ CzBz RR  

点 Cまわりのモーメントの釣合い： 043205002517333104167 =×−×+×−×− BxBx RR  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-22 ヒンジ・タイプのフラップ・メカニズムの反力 

 

 

500290

104

167

333

430

5000 N

2517 N

4320 N

単位： mm

A

B

C

D

x

z

RB

RCx

RCz

394

263

RBz

RBx



滝 敏美「航空機構造解析の問題 – 回答例」 

2011/08/18 

26 

表 2.1-11 ヒンジ・タイプのフラップ・メカニズムの反力 – MS-Excel のソルバーによる連立方程式の解 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-23 ヒンジ・タイプのフラップ・メカニズムの反力の計算結果 

 

500290

104

167

333

430

5000 N

2517 N

4320 N

単位： mm

A

B

C

D

x

z

394

263

6722 N

8108 N

588 N5591 N

3732 N

x成分 z成分

点Dと点Cの座標の
差

(inch) 394 263

点Dと点Cの距離 (inch)

方向余弦（符号な
し）

0.83172539 0.55518725

① ②

R_Cx R_Cz R_B

(lb) (lb) (lb)

③ ④ ⑤

解 -8108 -588 -6722

R_Cx R_Cz R_Bx R_Bz 外力 外力

(lb) (lb) (lb) (lb) (lb) (lb)

=③ =④ =①×⑤ =②×⑤ -- --

-8108 -588 -5591 -3732 2517 4320

R_Cxの係数 R_Czの係数 R_Bxの係数 R_Bzの係数 外力の係数 外力の係数

x方向の力の釣合い 1 0 -1 0 1 0

z方向の力の釣合い 0 1 0 1 0 1

C点まわりのモーメント
の釣合い

0 0 -167 -104 333 -500

R_Cxの項 R_Czの項 R_Bxの項 R_zの項 外力の項 外力の項 左辺の合計

x方向の力の釣合い -8108 0 5591 0 2517 0 0.00 制約条件： 左辺の合計=0

z方向の力の釣合い 0 -588 0 -3732 0 4320 0.00 制約条件： 左辺の合計=1

C点まわりのモーメント
の釣合い

0 0 933702 388137 838161 -2160000 0.00 目標値： 左辺の合計=0

連立方程式の各項

473.714

変化させるセル

未知数

連立方程式の係数
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2.1.10 輸送機 A400Mのフラップ・メカニズム 

未知数が少ない端のほうから計算していく．まず，図 2.1-24 に示すアフト・フラップの釣合いを考える．釣合

い式を書くと次のようになる．この連立方程式を MS-Excel のソルバーを使って解くと表 2.1-12のようになる．こ

の反力を図示したのが図 2.1-25である． 

 

点 Sの反力の成分：

SSz

SSx

RR

RR

22

22

12388

12

12388

388

+
=

+
=

 

x 方向の力の釣合い： 04000 =++ SxLx RR  

z 方向の力の釣合い： 05000 =++ SzLz RR  

点 Sまわりのモーメントの釣合い： 050004004000172162384 =×−×+×+× LzLx RR  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-24 アフト・フラップの反力 
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表 2.1-12 アフト・フラップの反力の計算 – MS-Excel のソルバーによる連立方程式の解 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-25 アフト・フラップの反力の計算結果 

 

 

x成分 z成分

点Sと点Tの座標
の差

(mm) 388 12

点Sと点Tの距離 (mm)

方向余弦（符号
なし）

0.9995221 0.0309131

① ②

R_Lx R_Lz R_S

(N) (N) (N)

③ ④ ⑤

解 5403 -4709 -9408

R_Lx R_Lz R_Sx R_Sz 外力 外力

(N) (N) (N) (N) (N) (N)

=③ =④ =①×⑤ =②×⑤ -- --

5403 -4709 -9403 -291 4000 5000

R_Lxの係数 R_Lzの係数 R_Sxの係数 R_Szの係数 外力の係数 外力の係数

x方向の力の釣合い 1 0 1 0 1 0

z方向の力の釣合い 0 1 0 1 0 1

点Sまわりのモーメント
の釣合い

384 162 0 0 172 -400

R_Lxの項 R_Lzの項 R_Sxの項 R_Szの項 外力の項 外力の項 左辺の合計

x方向の力の釣合い 5403 0 -9403 0 4000 0 0.00 制約条件： 左辺の合計=0

z方向の力の釣合い 0 -4709 0 -291 0 5000 0.00 制約条件： 左辺の合計=0

点Sまわりのモーメント
の釣合い

2074886 -762886 0 0 688000 -2000000 0.00 目標値： 左辺の合計=0

連立方程式の各
項

388.186

変化させるセル

未知数

連立方程式の係
数
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次に，図 2.1-26 に示すリンクの釣合いを考える．釣合い式は以下のようになる．この連立方程式を MS-Excel

のソルバーを使って計算した結果を表 2.1-13に示す．この反力を図示したのが図 2.1-27である． 

 

点 Eの反力の成分：

JJz

JJx

RR

RR

22

22

332124

332

332124

124

+
=

+
=

 

点 Hの反力の成分：
HHz

HHx

RR

RR

×=

×=
o

o

3cos

3sin
 

x 方向の力の釣合い： 05403 =−++− HxFxJx RRR  

z 方向の力の釣合い： 04709 =+++ HzFzJz RRR  

点 Hまわりのモーメントの釣合い： 047098385403286.84124054460 =×−×+×−×+×−×− FzFxEzJx RRRR  

点 Kまわりのモーメントの釣合い： 047099.354031205.7148 =×−×+×−× FzFx RR  

（K点は回転可能なのでモーメントを伝えない．） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-26 リンクの反力 
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図 2.1-27 リンクの反力の計算結果 

 

 

最後に，メイン・フラップとキャリッジの反力（図 2.1-28）を計算する．この図を参照して釣合い式を立てる

と下の式のようになる．この連立方程式を MS-Excel のソルバーを使って計算した結果が表 2.1-14である．この反

力を図示したのが図 2.1-29である． 
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x 方向の力の釣合い： 09403374550008703 =+++−++ DxCxBx RRR  

z 方向の力の釣合い： 029110105800023301 =+−++++ DzCzBz RRR  

点 Dまわりのモーメントの釣合い： 
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図 2.1-28 メイン・フラップとキャリッジの反力 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-29 メイン・フラップとキャリッジの反力の計算結果 
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全体の反力をまとめると図 2.1-30 のようになる．この計算結果をチェックすると，以下のように外力と反力が

釣り合っていることがわかる． 

 

x 方向の力の釣合い： 04000500020720445511616391 =++−+−  

z 方向の力の釣合い： 15000800059418487178402295 =++−+−  

点 Hまわりのモーメントの釣合い： 

24040002405000140059413602072028

1784060511620022951161639146080005605000480

−=×−×−×+×+

×+×−×−×+×−×
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-30  A400Mのフラップ・メカニズムの反力のチェック 

 

 

別の解法として，FEM 解析で解いてみる．著者のホームページ（http://www.geocities.jp/toshimi_taki/index.htm）

で紹介している２次元弾性解析の Excelテンプレートを使う．モデル化は FEM解析と同じである．図 2.1-31にモ

デルを示す．静定問題の内部荷重を求めるのが目的であるので，変形は問わないこととする．フラップ・パネル，

キャリッジ，リンクは剛性の高い膜要素（三角形，四角形）でモデル化し，ロッドは剛性の高い軸力要素でモデル

化する．解析結果を図 2.1-32に示す．当然のことながら力の釣合い式から解いた結果と一致している． 
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図 2.1-31 フラップ・メカニズムの FEM解析モデル 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-32 フラップ・メカニズムの解析結果の比較 
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2.1.11 輸送機 A400Mのフラップ・メカニズムのジャミング 

まず，ロータリー・アクチュエータのトルクによって発生するロッド A-B の軸力を計算する（図 2.1-33）． 

 

点 Aの反力の成分：

AAz

AAx

RR

RR

22

22

14100

14

14100

100

+
=

+
=

 

点 Oまわりのモーメントの釣合い： 0516280 0 =+×+×− MRR AzAx
 

式を書き換えてモーメントと反力の関係式を求めると， 

0
14100

14
516

14100

100
280

0
2222

=+×
+

×+×
+

×− MRR
AA

 

AA
RRM ×=×

+

×−×
= 75.205

14100

14516100280

22
0

 

M0 = 4000 kN-mm なので点 Aの反力は， 

N
M

R
A

19441
75.205

4000000

75.205

0 ===  

この反力はロッド A-B の圧縮力であり，点 Bに働く外力と考えることができる（図 2.1-34）． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-33 ロータリー・アクチュエータのトルクによって発生するロッド反力 
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図 2.1-34 メイン・フラップのキャリッジの釣合い 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-35 リンクの釣合い 

 

 

メイン・フラップのキャリッジの釣合い式は図 2.1-34 を参照して次のように書ける．リンク F-K は軸力部材と

なっており，曲げは受け持っていないことに注意すること． 
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点 Cの反力の成分：
CCz

CCx

RR

RR

×=

×=
o

o

16cos

16sin
 

点 Dの反力の成分：
CDz

CDx

RR

RR

×=

×=
o

o

74cos

74sin
 

点 Eの反力の成分：

EEz

EEx

RP

RP

×
+

=

×
+

=

22

22

332124
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332124

124

 

点 Fの反力の成分：

FFz

FFx

RP

RP

×
+

=

×
+

=

22

22

1485.7

148

1485.7

5.7

 

x 方向の力の釣合い： 019253 =++−+ FxExDxCx RRRR  

z 方向の力の釣合い： 02695 =++++ FzEzDzCz RRRR  

点 Dまわりのモーメントの釣合い： 

02444886.48126860420300228 =×+×+×−×+×−×−×+× BzBxFzFxEzExCzCx PPRRRRRR  

 

次に，図 2.1-35に示すリンク H-J-K の釣合いから次の式が得られる． 

 

点 Jの力の成分：

EzEJJz

ExEJJx
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+

=
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点 Kの力の成分：

FzFFKz

FxFFKx

FK

RRPP

RRPP
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=
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=
+

=
+

=
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5.7
 

x 方向の力の釣合い： 0=−+ KxJxHx PPR  

z 方向の力の釣合い： 0=−− KzJzHz PPR  

点 Hまわりのモーメントの釣合い： 01.8349254460 =×+×−×+× KzKxJzJx PPPP  

 

以上の釣合い式を MS-Excel のソルバーを使って解くと，表 2.1-15のようになる．得られた結果を図示すると図 

2.1-36のようになる．図 2.1-37のモデルを使って負荷荷重と支持条件を変えて FEM解析しても同じ結果が得られ

る．ジャミングによってフラップ内部に生じる荷重は負荷された荷重の数倍になっていることがわかる．特にロッ

ド E-Jに大きな圧縮力（170217N）が働くので，この部材の座屈に注意する必要がある． 
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図 2.1-36 フラップのジャミングによって発生する反力の計算結果 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.1-37 フラップのジャミングの FEMモデル 

 

 

x

z

1

2

3

4

6

9

10

11

13 14

U

12

16
o

74
o

7

15

16

5

17

19441 N

8

x

z

A

B

C

D

E

O

P
B
= 19441 N

F

K
J

75265 N

69250 N

H

170217 N

109031 N

65075 N

50567 N



滝 敏美「航空機構造解析の問題 – 回答例」 

2011/08/18 

41 

2.2 静定トラス 

2.2.1 ２次元静定トラス 

2.2.1.1 静定トラス１ 

静定トラス１の各部材の軸力を図 2.2-1のように定義する．軸力が引張のときに正で，圧縮のときに負であると

する．部材の結合点の力の釣合いを示したフリーボディ・ダイヤグラムを図 2.2-2に示す．この図は軸力が引張の

ときに結合点に働く力の向きを示している． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.2-1 静定トラス１の部材の軸力 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.2-2 結合点のフリーボディ・ダイヤグラム 

 

 

500 500

500

P = 4000 N単位： mm

A B

C

D E

PA-B

PB-C

PC-D

PB-E

PB-D

PD-E

P#-# ： 部材 #-# の軸力
　　　　（引張が＋）

500 500

500

A B

C

D E

PA-B

PB-C

PC-D

PB-D

PB-E

PD-E

P = 4000 N

RAx

RCy

RCx

2

2

2

2
1

2

2

2

2

1



滝 敏美「航空機構造解析の問題 – 回答例」 

2011/08/18 

42 

各結合点における力の釣合い式を書くと次のようになる．この連立方程式を MS-Excel のソルバーを使って解い

た結果を表 2.2-1に示す．この結果を図示したのが図 2.2-3である． 

 

点 Eの x方向の釣合い： 0
2

2
=−×− −− EDEB

PP  

点 Eの y方向の釣合い： 04000
2

2
=−× −EB

P  

点 Bの x方向の釣合い： 0
2

2

2

2
=×+×−− −−− EBCBBA

PPP  

点 Bの y方向の釣合い： 0
2

2

2

2
=×−−×− −−− EBDBCB

PPP  

点 Dの x方向の釣合い： 0=+− −− EDDC PP  

点 Dの y方向の釣合い： 0=−DBP  

点 Aの x方向の釣合い： 0=+− AxBA RP  

点 Cの x方向の釣合い： 0
2

2
=++× −− CxDCCB

RPP  

点 Cの y方向の釣合い： 0
2

2
=+× − CyCB

RP  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.2-3 静定トラス１の部材軸力と反力の計算結果 
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最小ポテンシャル・エネルギの原理を使って解く方法を以下に示す． 

点 C を原点として，水平方向に x 軸を，上方向に y 軸をとる．この座標系に基づいて，部材の両端の結合点 i，

j の変位を仮定し，その仮定した変位に対して部材の歪エネルギを以下の式で計算する．すべての部材の歪エネル

ギを合計する．歪エネルギの和から外力による仕事を差し引いたものが全ポテンシャル・エネルギである．全ポテ

ンシャル・エネルギを最小にする結合点の変位を MS-Excel のソルバーで求める．  

 

変形前の結合点 i の座標：
ii yx ,  

変形後の結合点 j の座標：
jj

yx ,  

変形前の部材の長さ： ( ) ( )22

ijij yyxxL −+−=  

結合点 i の変位：
ii vu ,  

結合点 j の変位：
jj

vu ,  

変形後の部材の長さ： ( ) ( )22

iijjiijj vyvyuxuxL −−++−−+=′  

部材の伸び： LLL −′=∆  

部材の歪：
L

L∆
=ε  

部材の歪エネルギ： 2

2
L

L

AE
U ∆=

部材
 

ここで，A：部材の断面積，E：部材の材料のヤング率 

部材の軸力： εAEP =  

外力による仕事： ( )∑ +=
全外力

外力の負荷点外力の負荷点
vPuPV

yx
 

全ポテンシャル・エネルギ： VU +=Π ∑
全部材

部材
  

 

この計算の結果を表 2.2-2に示す．この結果は図 2.2-3の結果と一致している．ヤング率と断面積は大きな値を仮

定した．軸剛性（AE）の値が小さいと変位が大きくなって，軸力の方向が変化するので，幾何学的非線形の効果

が顕著に表れ，図 2.2-3の結果（線形計算）と差が出てくる．最小ポテンシャル・エネルギの原理を使った解法は

釣合い式を立てる必要はなく，機械的に計算できるので便利であることがわかる． 
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表 2.2-2 静定トラス１ – 最小ポテンシャル・エネルギの原理を使った解法 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

結合点番号
外力によるポテン
シャルエネルギ

x y x y u v x y Px Py U

(mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (N) (N) (N-mm)

A 0 500 1 1 0 0 0 500 0

B 500 500 0.0057141 -0.013795 500.00571 499.9862 0

C 0 0 1 1 0 0 0 0 0

D 500 0 -0.002857 -0.013795 499.99714 -0.013795 0

E 1000 0 -0.005715 -0.033305 999.99429 -0.033305 -4000.0 133.2204731

合計 ① 133.2204731

変化させるセル

(N-mm) ② 66.6102692

(N-mm) ③=①-② -66.61020387

↑ 目的セル

部材 A-B B-C C-D B-E B-D D-E

結合点番号 1 A B C B B D

2 B C D E D E

断面積 A (mm^2) 10000 10000 10000 10000 10000 10000

ヤング率 E (MPa) 70000 70000 70000 70000 70000 70000

結合点座標 x1 (mm) 0 500 0 500 500 500

y1 (mm) 500 500 0 500 500 0

x2 (mm) 500 0 500 1000 500 1000

y2 (mm) 500 0 0 0 0 0

長さ L (mm) 500 707.10678 500 707.10678 500 500

変形後の結合点
座標

x1' (mm) 0 500.00571 0 500.00571 500.00571 499.99714

y1' (mm) 500 499.9862 0 499.9862 499.9862 -0.013795

x2' (mm) 500.00571 0 499.99714 999.99429 499.99714 999.99429

y2' (mm) 499.9862 0 -0.013795 -0.033305 -0.013795 -0.033305

長さ L' (mm) 500.00571 707.10107 499.99714 707.1125 500 499.99714

伸び ∆L (mm) 0.0057143 -0.005714 -0.002857 0.0057144 -3.3E-08 -0.002857

歪 ε 1.143E-05 -8.08E-06 -5.71E-06 8.081E-06 -6.61E-11 -5.71E-06

歪エネルギ U (N-mm) 22.857011 16.162251 5.7141258 16.162838 7.64E-10 5.7140443

軸力 P (N) 8000 -5657 -4000 5657 0 -4000

結合点座標 拘束条件 外力変形後の結合点座標変位

全ポテンシャルエネルギ

歪エネルギの合計
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2.2.1.2 静定トラス２ 

この問題は構造をよく見ると図 2.2-4 に示すように３つの部材には荷重が流れないことがわかる．簡単な構造な

ので釣合い式を立てないでも反力と部材力は図 2.2-5のように求めることができる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.2-4 静定トラス２の荷重の流れ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.2-5 静定トラス２の内部荷重と反力 
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2.2.1.3 静定トラス３ 

静定トラス３の部材の軸力を図 2.2-6 のように定義する．軸力は引張荷重を正とする．各結合点の釣合いを示し

たフリーボディ・ダイヤグラムを図 2.2-7に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.2-6 静定トラス３の部材の軸力 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.2-7 静定トラス３の結合点のフリーボディ・ダイヤグラム 
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図 2.2-7 を参照して各結合点における力の釣合い式を書くと次のようになる．この連立方程式を MS-Excel のソ

ルバーを使って解いた結果を表 2.2-3 に示す．この結果を図示したのが図 2.2-8である． 

 

点 Aの x方向の釣合い： 0
15

9
=×+ −− FABA

PP  

点 Aの y方向の釣合い： 02000
15

12
=−×−− −− FAEA

PP  

点 Bの x方向の釣合い： 0
15

9
=×++− −−− GBCBBA

PPP  

点 Bの y方向の釣合い： 03000
15

12
=−×−− −− GBFB

PP  

点 Cの x方向の釣合い： 0
15

9
=×++− −−− HCDCCB

PPP  

点 Cの y方向の釣合い： 04000
15

12
=−×−− −− HCGC

PP  

点 Dの x方向の釣合い： 0=− −DCP  

点 Dの y方向の釣合い： 05000 =−− −HDP  

点 Eの x方向の釣合い： 0=−FEP  

点 Eの y方向の釣合い： 0=+− EEA RP  

点 Fの x方向の釣合い： 0
15

9
=+×−− −−− GFFAFE

PPP  

点 Fの y方向の釣合い： 0
15

12
=+× −− FBFA

PP  

点 Gの x方向の釣合い： 0
15

9
=+×−− −−− HGGBGF

PPP  

点 Gの y方向の釣合い： 0
15

12
=+× −− GCGB

PP  

点 Hの x方向の釣合い： 0
15

9
=×−− −− HCHG

PP  

点 Hの y方向の釣合い： 0
15

12
=++× −− HHDHC

RPP  
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図 2.2-8 静定トラス３の内部荷重と反力 

 

 

外力と反力の釣合いを点 Eまわりのモーメントでチェックすると以下のように釣合っている． 
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別の解法として，最小ポテンシャル・エネルギの原理を使って解いた結果を表 2.2-4に示す．計算式は静定トラ

ス１（2.2.1.1項）と同じである． 
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2.2.1.4 静定トラス４ 

静定トラス４の部材の軸力を図 2.2-9 のように定義する．軸力は引張荷重を正とする．各結合点の釣合いを示し

たフリーボディ・ダイヤグラムを図 2.2-10に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.2-9 静定トラス４の部材の軸力 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.2-10 静定トラス４の結合点のフリーボディ・ダイヤグラム 
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図 2.2-10を参照して各結合点における力の釣合い式を書くと次のようになる．この連立方程式を MS-Excel のソ

ルバーを使って解いた結果を表 2.2-5 に示す．この結果を図示したのが図 2.2-11である． 
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図 2.2-11 静定トラス４の内部荷重と反力 

 

 

外力と反力の釣合いを点 Hまわりのモーメントでチェックすると以下のように釣合っている． 
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2.2.2 ３次元静定トラス 

３次元静定トラスの部材の軸力を図 2.2-12 のように定義する．軸力は引張荷重を正とする．各結合点の釣合い

を示したフリーボディ・ダイヤグラムを図 2.2-13に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.2-12 ３次元静定トラスの部材の軸力 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.2-13 ３次元静定トラスの結合点のフリーボディ・ダイヤグラム 
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図 2.2-13を参照して各結合点における力の釣合い式を書くと次のようになる．この連立方程式を MS-Excel のソ

ルバーを使って解いた結果を表 2.2-7 に示す．この結果を図示したのが図 2.2-14である． 
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点 Hの y方向の釣合い： 0
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図 2.2-14 ３次元静定トラスの内部荷重と反力 

 

 

外力と反力の釣合いを点 Bまわりのモーメントでチェックすると以下のように釣合っている． 

x 方向のモーメント： 200462520016760043756004000400 −=×−×−×+×− （誤差） 

y 方向のモーメント： 0462512009167600883360043751200 =×−×+×+×−  

z 方向のモーメント： 0916720016712008833600333120099172008083600 =×−×−×+×−×+×−  

 

別の解法として，最小ポテンシャル・エネルギの原理を使って解いた結果を表 2.2-8に示す．計算式は静定トラ

ス１（2.2.1.1項）を３次元に拡張したものである． 
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2.3 梁 

2.3.1 せん断力分布と曲げモーメント分布の数値計算方法 

外力と反力がわかっている場合に，せん断力と曲げモーメントを数値積分で計算する方法を示す．次の式で示

すように，せん断力 Vz は分布荷重 w(x)と集中力 Pi を積分したものである． 

( ) ( ) ∑∫
=

−−=
x

xx

k

x

x
z

PdxxwxV
0

0

 

この式を離散化して，台形則で積分すると，図 2.3-1を参照して次の式のようになる． 
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ここで，(-)，(+)の添え字は集中力の入る断面の前後を示す． 

次に，曲げモーメント My はせん断力 Vz (x) と集中モーメント Li を積分したものであるから，次の式になる． 

( ) ( ) ∑∫
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−=
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x

x
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0

 

この式を離散化して，台形則で積分すると，図 2.3-1を参照して次の式のようになる． 
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ここで，(-)，(+)の添え字は集中モーメントの入る断面の前後を示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-1 せん断力と曲げモーメントの計算法 

 

)(+
ix

)(−
ix

1−ix

iw

1−iw

iP

0P
i

L

jP

nP

)(

,

−
iz

V

( )xw

0x

x

x

x

)(

,

−
iyM

)(

,

+
iyM

z
V

y
M

1, −izV

z この図に示した矢印の向きを正とする．分布荷重
集中力

M
y
(+)

V
z
(+)

)(

,

+
iz

V

集中モーメント



滝 敏美「航空機構造解析の問題 – 回答例」 

2011/08/18 

65 

以上の式を MS-Excel で計算できるようにしたのが，表 2.3-1 のワークシートである．この表は図 2.3-2 の静定

梁のせん断力と曲げモーメントの分布を計算している．台形則による数値積分の精度を確保するために，積分区間

分割は適切に選ぶ必要がある．表 2.3-1の例では積分区間の分割を 0.5 inchにとった．せん断力，曲げモーメント・

ダイヤグラムを図 2.3-3に示す． 

 

 

表 2.3-1 反力がわかっている梁の荷重分布を計算するワークシート 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x w ∆Vz Pi Vz ∆My Li My

(inch) (lb/inch) (lb) (lb) (lb) (inch-lb) (inch-lb) (inch-lb)

① ② ③ ④ ⑤ ⑥ ⑦ ⑧

=-0.5*(②'+②)*(①-①') =⑤'+③+④ =0.5*(⑤'+⑤)*(①-①') =⑧'+⑥+⑦

0 (-) 0 0 0

0 (+) 0 800 -800 0 0.0

0.5 0 -800 -400 -400.0

1 0 -800 -400 -800.0

1.5 0 -800 -400 -1200.0

2 0 -800 -400 -1600.0

2.5 0 -800 -400 -2000.0

3 0 -800 -400 -2400.0

3.5 0 -800 -400 -2800.0

4 0 -800 -400 -3200.0

4.5 0 -800 -400 -3600.0

5 0 -800 -400 -4000.0

5.5 0 -800 -400 -4400.0

6 (-) 0 -800 -400 -4800.0

6 (+) -1000 200 0 -4800.0

6.5 0 200 100 -4700.0

7 0 200 100 -4600.0

7.5 0 200 100 -4500.0

8 (-) 0 200 100 -4400.0

8 (+) -50 200 0 -4400.0

8.5 -50 25 225 106.25 -4293.8

9 -50 25 250 118.75 -4175.0

9.5 -50 25 275 131.25 -4043.8

10 -50 25 300 143.75 -3900.0

10.5 -50 25 325 156.25 -3743.8

11 -50 25 350 168.75 -3575.0

11.5 -50 25 375 181.25 -3393.8

12 (-) -50 25 400 193.75 -3200.0

12 (+) 400 0 -3200.0

12.5 0 400 200 -3000.0

13 0 400 200 -2800.0

13.5 0 400 200 -2600.0

14 0 400 200 -2400.0

14.5 0 400 200 -2200.0

15 0 400 200 -2000.0

15.5 0 400 200 -1800.0

16 0 400 200 -1600.0

16.5 0 400 200 -1400.0

17 0 400 200 -1200.0

17.5 0 400 200 -1000.0

18 0 400 200 -800.0

18.5 0 400 200 -600.0

19 0 400 200 -400.0

19.5 0 400 200 -200.0

20 (-) 0 400 200 0.0

20 (+) 400 0 0 0.0
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図 2.3-2 静定梁の例 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-3 静定梁の例 – せん断力，曲げモーメント・ダイヤグラム 
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不静定梁の反力がわからない場合には，反力を未知数としてワークシートに仮の値を入力しておき，コンプリメ

ンタリ・エネルギを数値積分で計算したのち，全コンプリメンタリ・エネルギを最小にする反力を MS-Excel のソ

ルバーで求める．このとき釣合い式を満足するように制約条件をつける．各数値積分区間のコンプリメンタリ・エ

ネルギの計算式は以下のとおりである．積分区間の長さ∆x で曲げモーメントが M1 から M2 の線形に変化する場

合の梁のコンプリメンタリ・エネルギの式を使った． 

( )2
221

2

1
6

MMMM
IE

x
U

ii

Ci
++

∆
=  

ここで，Ei, Ii は梁の積分区間のヤング率と断面２次モーメントである． 

 

全コンプリメンタリ・エネルギの原理を使って解くワークシートを表 2.3-2 に示す．このワークシートは図 2.3-4

に示す不静定梁を解いたものである．図 2.3-5にせん断力，曲げモーメント・ダイヤグラムを示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-4 不静定梁の例 
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表 2.3-2 全コンプリメンタリ・エネルギの原理を使って不静定梁を解くワークシート 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x w ∆Vz Pi Vz ∆My Li My I ∆Uc/E

(inch) (lb/inch) (lb) (lb) (lb) (inch-lb) (inch-lb) (inch-lb) (inch^4) (inch-lb)

① ② ③ ④ ⑤ ⑥ ⑦ ⑧ ⑨ ⑩

=-0.5*(②'+②)*(①-①') =⑤'+③+④ =0.5*(⑤'+⑤)*(①-①') =⑧'+⑥+⑦
=(①-①')/6/⑨*(⑧

'^2+⑧'*⑧+⑧^2)

0 (-) 0 0 0

0 (+) 0 626.5 -626.5156233 0 0.0

0.5 0 -626.5156233 -313.2578117 -313.3 4.0 2044.4

1 0 -626.5156233 -313.2578117 -626.5 4.0 14310.7

1.5 0 -626.5156233 -313.2578117 -939.8 4.0 38843.3

2 0 -626.5156233 -313.2578117 -1253.0 4.0 75642.2

2.5 0 -626.5156233 -313.2578117 -1566.3 4.0 124707.5

3 0 -626.5156233 -313.2578117 -1879.5 4.0 186039.0

3.5 0 -626.5156233 -313.2578117 -2192.8 4.0 259636.8

4 0 -626.5156233 -313.2578117 -2506.1 4.0 345501.0

4.5 0 -626.5156233 -313.2578117 -2819.3 4.0 443631.4

5 0 -626.5156233 -313.2578117 -3132.6 4.0 554028.2

5.5 0 -626.5156233 -313.2578117 -3445.8 4.0 676691.3

6 (-) 0 -626.5156233 -313.2578117 -3759.1 4.0 811620.7

6 (+) -1000 373.4843767 0 -3759.1

6.5 0 373.4843767 186.7421883 -3572.4 4.0 840026.8

7 0 373.4843767 186.7421883 -3385.6 4.0 756638.2

7.5 0 373.4843767 186.7421883 -3198.9 4.0 677608.7

8 (-) 0 373.4843767 186.7421883 -3012.1 4.0 602938.2

8 (+) -50 373.4843767 0 -3012.1

8.5 -50 25 398.4843767 192.9921883 -2819.1 4.0 531499.7

9 -50 25 423.4843767 205.4921883 -2613.6 4.0 461392.2

9.5 -50 25 448.4843767 217.9921883 -2395.6 4.0 392325.3

10 -50 25 473.4843767 230.4921883 -2165.2 4.0 325291.4

10.5 -50 25 498.4843767 242.9921883 -1922.2 4.0 261341.7

11 -50 25 523.4843767 255.4921883 -1666.7 4.0 201586.0

11.5 -50 25 548.4843767 267.9921883 -1398.7 4.0 147192.5

12 (-) -50 25 573.4843767 280.4921883 -1118.2 4.0 99388.2

12 (+) 573.4843767 0 -1118.2

12.5 0 573.4843767 286.7421883 -831.4 4.0 59819.9

13 0 573.4843767 286.7421883 -544.7 4.0 30018.6

13.5 0 573.4843767 286.7421883 -258.0 4.0 10494.9

14 0 573.4843767 286.7421883 28.8 4.0 1248.9

14.5 0 573.4843767 286.7421883 315.5 4.0 2280.5

15 0 573.4843767 286.7421883 602.3 4.0 13589.7

15.5 0 573.4843767 286.7421883 889.0 4.0 35176.6

16 0 573.4843767 286.7421883 1175.8 4.0 67041.1

16.5 0 573.4843767 286.7421883 1462.5 4.0 109183.3

17 0 573.4843767 286.7421883 1749.2 4.0 161603.0

17.5 0 573.4843767 286.7421883 2036.0 4.0 224300.5

18 0 573.4843767 286.7421883 2322.7 4.0 297275.5

18.5 0 573.4843767 286.7421883 2609.5 4.0 380528.2

19 0 573.4843767 286.7421883 2896.2 4.0 474058.5

19.5 0 573.4843767 286.7421883 3182.9 4.0 577866.5

20 (-) 0 573.4843767 286.7421883 3469.7 4.0 691952.1

20 (+) 573.5 0 0 3469.7

変化させる
セル

制約条件 合計 11966363.2

目的セル

最小化
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図 2.3-5 不静定梁の例 – せん断力，曲げモーメント・ダイヤグラム 
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2.3.2 静定梁１ 

図 2.3-6 の左の図を参照して釣合い式から静定梁の反力を求める．釣合い式は次のようになる． 

力の釣合い： 0500200010001000 =+−−−+− FB RR  

点 Bまわりのモーメントの釣合い： 020500162000101000410006 =×−×+×+×+×− FR  

この連立方程式を解くと，反力が得られる． 

lbR

lbR

F

B

1300

3200

=

=
 

せん断力ダイヤグラムと曲げモーメント・ダイヤグラムを図 2.3-7 に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-6 静定梁１の反力 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-7 静定梁１ – せん断力，曲げモーメント・ダイヤグラム 

 

A
B C D E F

1000 lb 1000 lb

2000 lb

500 lb

6 inch 6 inch4 inch 6 inch 4 inch

3200 lb

1300 lb

A
B C D E F

6 inch 6 inch4 inch 6 inch 4 inch

RB RF

1000 lb 1000 lb

2000 lb

500 lb

-2500

-2000

-1500

-1000

-500

0

500

1000

1500

0 5 10 15 20 25 30

x (inch)

S
h
e
a
r 

F
o
rc

e
  
(l
b
)

-12000

-10000

-8000

-6000

-4000

-2000

0

2000

4000

6000

8000

0 5 10 15 20 25 30

x (inch)

B
e
n
d
in

g
 M

o
m

e
n
t 

(i
n
c
h

-l
b
)

-2200 lb

-1200 lb

800 lb

1300 lb

6000 inch-lb

-2800 inch-lb

-10000 inch-lb

-5200 inch-lb

A B C D E F
M (+)

V (+)



滝 敏美「航空機構造解析の問題 – 回答例」 

2011/08/18 

71 

2.3.3 静定梁２ 

図 2.3-8 の左の図を参照して釣合い式から静定梁の反力を求める．釣合い式は次のようになる． 

力の釣合い： ( ) 0122005.0100012100 =+××−−×− CA RR  

点 Aまわりのモーメントの釣合い： ( ) 024122005.020100012121006 =×−×××+×+×× CR  

この連立方程式を解くと，反力が得られる． 

lbR

lbR

F

B

1800

1600

=

=
 

せん断力ダイヤグラムと曲げモーメント・ダイヤグラムを図 2.3-9 に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-8 静定梁２の反力 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-9 静定梁２ – せん断力，曲げモーメント・ダイヤグラム 
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2.3.4 静定梁３ 

図 2.3-10を参照して釣合い式から静定梁の反力を求める．釣合い式は次のようになる． 

力の釣合い： 0840020006200 =×−−×−CR  

点 Cまわりのモーメントの釣合い： 08400420008620011 =××−×−××−CM  

この連立方程式を解くと，反力が得られる． 

lbinchM

lbR

C

C

−=

=

42000

6400
 

この反力と外荷重からせん断力ダイヤグラムと曲げモーメント・ダイヤグラムを計算した結果を図 2.3-11に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-10 静定梁３の反力 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-11 静定梁３ – せん断力，曲げモーメント分布 
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2.3.5 静定梁４ 

図 2.3-12の左の図を参照して釣合い式から静定梁の反力を求める．釣合い式は次のようになる． 

力の釣合い：
0

06000

=+

=+

CzAz

Cx

RR

R
 

点 Cまわりのモーメントの釣合い： 06000524 =×+× AzR  

この連立方程式を解くと，反力が得られる． 

lbR

lbR

lbR

Cz

Az

Cx

1250

1250

6000

=

−=

−=

 

この反力と外荷重からせん断力ダイヤグラムと曲げモーメント・ダイヤグラムを計算した結果を図 2.3-13に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-12 静定梁４の反力 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-13 静定梁４ – せん断力，曲げモーメント分布 
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2.3.6 胴体の荷重分布 

負荷される外力がわかっている場合の胴体のせん断力分布と曲げモーメント分布を求める問題である．図 

2.3-14に示す外力が働く胴体のせん断力と曲げモーメントの分布を2.3.1項に示した方法で計算した結果を表 2.3-3

に示す．せん断力ダイヤグラムと曲げモーメント・ダイヤグラムを図 2.3-15に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-14 胴体に働く荷重 
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表 2.3-3 胴体のせん断力分布，曲げモーメント分布の計算 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x w ∆Vz Pi Vz ∆My Li My

(mm) (N/mm) (kN) (kN) (kN) (kN-m) (kN-m) (kN-m)

① ② ③ ④ ⑤ ⑥ ⑦ ⑧

=-0.5*(②'+②)*(①-①')

/1000
=⑤'+③+④

=0.5*(⑤'+⑤)*(①-①')

/1000
=⑧'+⑥+⑦

0 -15 0 0 0

250 -15 3.75 3.75 0.46875 0.5

500 -15 3.75 7.5 1.40625 1.9

750 -15 3.75 11.25 2.34375 4.2

1000 -15 3.75 15 3.28125 7.5

1250 -15 3.75 18.75 4.21875 11.7

1500 -15 3.75 22.5 5.15625 16.9

1750 -15 3.75 26.25 6.09375 23.0

2000 -15 3.75 30 7.03125 30.0

2250 -15 3.75 33.75 7.96875 38.0

2500 -15 3.75 37.5 8.90625 46.9

2750 -15 3.75 41.25 9.84375 56.7

3000 (-) -15 3.75 45 10.78125 67.5

3000 (+) -20 45 0 67.5

3250 -20 5 50 11.875 79.4

3500 -20 5 55 13.125 92.5

3750 -20 5 60 14.375 106.9

4000 (-) -20 5 65 15.625 122.5

4000 (+) -25 65 0 122.5

4250 -25 6.25 71.25 17.03125 139.5

4500 -25 6.25 77.5 18.59375 158.1

4750 -25 6.25 83.75 20.15625 178.3

5000 (-) -25 6.25 90 21.71875 200.0

5000 (+) -25 -100 190 0 200.0

5250 -25 6.25 196.25 48.28125 248.3

5500 -25 6.25 202.5 49.84375 298.1

5750 -25 6.25 208.75 51.40625 349.5

6000 -25 6.25 215 52.96875 402.5

6250 -25 6.25 221.25 54.53125 457.0

6500 -25 6.25 227.5 56.09375 513.1

6750 -25 6.25 233.75 57.65625 570.8

7000 (-) -25 6.25 240 59.21875 630.0

7000 (+) -25 400 -160 0 630.0

7250 -25 6.25 -153.75 -39.21875 590.8

7500 -25 6.25 -147.5 -37.65625 553.1

7750 -25 6.25 -141.25 -36.09375 517.0

8000 (-) -25 6.25 -135 -34.53125 482.5

8000 (+) -20 -135 0 482.5

8250 -20 5 -130 -33.125 449.4

8500 -20 5 -125 -31.875 417.5

8750 -20 5 -120 -30.625 386.9

9000 -20 5 -115 -29.375 357.5

9250 -20 5 -110 -28.125 329.4

9500 -20 5 -105 -26.875 302.5

9750 -20 5 -100 -25.625 276.9

10000 -20 5 -95 -24.375 252.5

10250 -20 5 -90 -23.125 229.4

10500 -20 5 -85 -21.875 207.5

10750 -20 5 -80 -20.625 186.9

11000 (-) -20 5 -75 -19.375 167.5

11000 (+) -15 -75 0 167.5

11250 -15 3.75 -71.25 -18.28125 149.2

11500 -15 3.75 -67.5 -17.34375 131.9

11750 -15 3.75 -63.75 -16.40625 115.5

12000 -15 3.75 -60 -15.46875 100.0

12250 -15 3.75 -56.25 -14.53125 85.5

12500 -15 3.75 -52.5 -13.59375 71.9

12750 -15 3.75 -48.75 -12.65625 59.2

13000 (-) -15 3.75 -45 -11.71875 47.5

13000 (+) -15 10 -55 0 47.5

13250 -15 3.75 -51.25 -13.28125 34.2

13500 -15 3.75 -47.5 -12.34375 21.9

13750 -15 3.75 -43.75 -11.40625 10.5

14000 (-) -15 3.75 -40 -10.46875 0.0

14000 (+) -15 -40 0 0 0.0
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図 2.3-15 胴体のせん断力，曲げモーメント・ダイヤグラム 
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2.3.7 不静定梁１ 

(1) 方法１ – 全コンプリメンタリ・エネルギ最小の原理を使って反力を求める方法 

図 2.3-16に示す不静定梁１の反力と外力の釣合い式を以下に示す． 

上下方向の力の釣合い： 02002020100 =+++×++ ECB RRR  

点 Eのモーメントの釣合い： 08200162620203641100 =+×+×+××+×+× ccB MRR  

未知数は RB，RC，RE，MC の４個で，方程式が２つだから，不静定である．これらの未知数を使って描いたせん

断力ダイヤグラムと曲げモーメント・ダイヤグラムを図 2.3-17に示す． 

この曲げモーメント・ダイヤグラムを使って，全コンプリメンタリ・エネルギを計算すると次のようになる． 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )( ) ( )[ ]

( ) ( )( ) ( )[ ]

( )

( ) ( )( ) ( )[ ]
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+

 

ここで，曲げモーメントが M1 から M2 の線形に変化する場合の梁のコンプリメンタリ・エネルギの式を使

った．∆x は考えている梁の区間の長さで，Ei ，Ii はヤング率と断面２次モーメントある． 

( )2
221

2

1
6

MMMM
IE

x
U

ii

Ci
++

∆
=  

 

釣合い式を満足しながら，全コンプリメンタリ・エネルギを最小にする反力の組を求めるには偏微分を使っても

よいが，ここでは MS-Excel のソルバーを使う．計算結果を表 2.3-4 に示す．せん断力ダイヤグラムと曲げモーメ

ント・ダイヤグラムを図 2.3-19に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-16 不静定梁１の未知反力 
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図 2.3-17 不静定梁１のせん断力，曲げモーメント・ダイヤグラム（反力は未知） 

 

表 2.3-4 静定梁１ – 全コンプリメンタリ・エネルギ最小の原理による反力の計算 
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R_Bの係数 R_Cの係数 R_Eの係数

上下方向の力の釣合い式の係数 1 1 1

R_Bの項 R_Cの項 R_Eの項 定数項 左辺の合計

上下方向の力の釣合い式の項 -295.3 -323.0 -81.8 700 0 制約条件：左辺の合計 = 0

第1項 第2項 第3項 第4項 合計

(inch-lb) (inch-lb) (inch-lb) (inch-lb) (inch-lb)

コンプリメンタリ・エネルギ 52083.3 259748.0 119092.0 48335.9 479259.3 目標値：最小
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図 2.3-18 不静定梁１ – 反力の計算結果 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-19 不静定梁１のせん断力，曲げモーメントダイヤグラム 
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(2) 方法２ – 数値積分で計算した全コンプリメンタリ・エネルギを最小化する方法 

2.3.1項に示した方法で全コンプリメンタリ・エネルギを数値積分で計算し，これを MS-Excel のソルバーで最小

化することにより，反力とせん断力分布と曲げモーメント分布を一度に求めることができる．計算結果を表 2.3-5

に示す． 

 

表 2.3-5 不静定梁１ – 数値積分で計算した全コンプリメンタリ・エネルギを最小化する方法 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x w ∆Vz Pi Vz ∆My Li My I ∆Uc/E

(inch) (lb/inch) (lb) (lb) (lb) (inch-lb) (inch-lb) (inch-lb) (inch^4) (inch-lb)

① ② ③ ④ ⑤ ⑥ ⑦ ⑧ ⑨ ⑩

=-0.5*(②'+②)*(①-①') =⑤'+③+④ =0.5*(⑤'+⑤)*(①-①') =⑧'+⑥+⑦
=(①-①')/6/⑨*(⑧

'^2+⑧'*⑧+⑧^2)

0 (-) 0.0 0

0 (+) 100 -100.0 0.0 0.0

1 0 -100.0 -100.0 -100.0 4.0 416.7

2 0 -100.0 -100.0 -200.0 4.0 2916.7

3 0 -100.0 -100.0 -300.0 4.0 7916.7

4 0 -100.0 -100.0 -400.0 4.0 15416.7

5 (-) 0 -100.0 -100.0 -500.0 4.0 25416.7

5 (+) 20 -295.6 195.6 0.0 -500.0

7 20 -40 155.6 351.1 -148.9 4.0 28884.4

9 20 -40 115.6 271.1 122.2 4.0 1575.7

11 20 -40 75.6 191.1 313.3 4.0 12617.7

13 20 -40 35.6 111.1 424.4 4.0 34277.0

15 20 -40 -4.4 31.1 455.6 4.0 48420.2

17 20 -40 -44.4 -48.9 406.7 4.0 46514.0

19 20 -40 -84.4 -128.9 277.8 4.0 29625.1

21 20 -40 -124.4 -208.9 68.9 4.0 8420.2

23 20 -40 -164.4 -288.9 -220.0 4.0 3165.8

25 (-) 20 -40 -204.4 -368.9 -588.9 4.0 43728.8

25 (+) -322.2 117.7 0.0 -588.9

27 0 117.7 235.4 -353.5 3.0 75543.2

29 0 117.7 235.4 -118.1 3.0 20067.7

31 0 117.7 235.4 117.4 3.0 1539.5

33 (-) 0 117.7 235.4 352.8 3.0 19958.7

33 (+) 200 -82.3 0.0 352.8

35 0 -82.3 -164.6 188.2 3.0 25140.0

37 0 -82.3 -164.6 23.6 3.0 4490.9

39 0 -82.3 -164.6 -141.0 3.0 1900.2

41 (-) 0 -82.3 -164.6 -305.6 3.0 17368.0

41 (+) -82.3 0.0 0.0 -305.6 3.0

変化させる
セル

制約条件 合計 475320.4

目的セル

最小化
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2.3.8 不静定梁２ 

(1) 反力の仮定１ 

図 2.3-20に示すように反力を定義する．部材A-Bに働く上下力の一部は部材B-Dで受け持って支持点Dに伝え，

部材 B-Dに働く水平方向の力の一部は部材 A-B で支えて支持点 Aに伝えるので，部材 B-C は曲げモーメントだけ

を支持点 C に伝えると仮定した．Bruhn の本（文献[3]）ではこの仮定を使っている．この図に示す反力を使って

部材を分解してフリーボディ・ダイヤグラムを描いたのが図 2.3-21である． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-20 不静定梁２の反力の仮定１ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-21 不静定梁２のフリーボディ・ダイヤグラム – 反力の仮定１ 
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このフリーボディ・ダイヤグラムを参照して釣合い式を書くと以下のようになる． 

部材 A-Bの z 方向の力の釣合い： 0200 =+− DzAz RR  

部材 A-B の点 Aまわりのモーメントの釣合い： 0162008 1 =+×−×+− BDzA MRM   

部材 B-Dの x方向の力の釣合い： 0300 =++ DxAx RR  

部材 B-Dの点 Bまわりのモーメントの釣合い： 024300122 =×−×− DxB RM  

点 Bまわりのモーメントの釣合い： 021 =−+− BCB MMM  

 

次に，各部材のコンプリメンタリ・エネルギの式を示す．部材の曲げモーメントは梁の長手方向に線形に変化して

いるので，コンプリメンタリ・エネルギの式は次のようになる． 

部材 A-B のコンプリメンタリ・エネルギ： 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]2
11

222

,
88

6

5.0
88

6

5.0
BBAzAAzA

BABA

BA

AzAAzAAA

BABA

BA

BAc
MMRMRM

IE

L
RMRMMM

IE

L
U +−+−+−+−+=

−−

−

−−

−
−  

部材 B-Cのコンプリメンタリ・エネルギ：
2

,
6

C

CBCB

CB

CBc
M

IE

L
U

−−

−
− =  

部材 B-Dのコンプリメンタリ・エネルギ： 

( ) ( )[ ] ( )2
2

2

222

2

2,
12

6

5.0
1212

6

5.0
AxB

DBDB

DB

AxBAxBBB

DBDB

DB

DBc
RM

IE

L
RMRMMM

IE

L
U ++++++=

−−

−

−−

−
−  

 

釣合い式を制約条件として，全コンプリメンタリ・エネルギを最小にすることにより，反力を求めることができる．

MS-Excel のソルバーを使ってこの計算を行った結果を表 2.3-6に示す．ヤング率 E は 10000 ksiとした．この反力

の計算結果と各部材のせん断力，曲げモーメント・ダイヤグラムを図 2.3-22に示す． 
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図 2.3-22 不静定梁２のせん断力，曲げモーメント・ダイヤグラム（反力の仮定１） 

 

 

D

I = 36 inch4

24 inch 300 lb

12 inch

B

2.8 lb

2.8 lb

181.9 lb

118.1 lb

767 inch-lb -181.9 lb

118.1 lb

767 inch-lb

-1417 inch-lb

曲げモーメントせん断力

A

B

C

8 inch

I = 32 inch4

I = 30 inch4

8 inch

200 lb

30o

30 inch

B
181.9 lb

197.2 lb

181.9 lb

2.8 lb 637 inch-lb

130 inch-lb

130 inch-lb
919 inch-lb

919 inch-lb

-197.2 lb

-637 inch-lb

2.8 lb

-659 inch-lb

130 inch-lbせん断力

曲げモーメント

曲げモーメント



滝 敏美「航空機構造解析の問題 – 回答例」 

2011/08/18 

85 

(2) 反力の仮定２ 

前項の仮定をもう少し改善して，部材 B-C は曲げモーメントとともにせん断力も点 C に伝えると仮定する．す

なわち，部材 B-C は軸力を伝えないという仮定である．この仮定によると，反力は図 2.3-23 に示すようになる．

各部材のフリーボディ・ダイヤグラムを図 2.3-24に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-23 不静定梁２の反力の仮定２ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-24 不静定梁２のフリーボディ・ダイヤグラム – 反力の仮定２ 
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このフリーボディ・ダイヤグラムを参照して釣合い式を書くと以下のようになる． 

部材 A-Bの z 方向の力の釣合い： 0200 1 =+− BzAz PR  

部材 A-B の点 Aまわりのモーメントの釣合い： 0162008 11 =+×−×+− BBzA MPM  

部材 B-Cの点 Bまわりのモーメントの釣合い： 0303 =+×−− CCB MRM  

部材 B-Dの x方向の力の釣合い： 03002 =++ DxBx RP  

部材 B-Dの点 Bまわりのモーメントの釣合い： 024300122 =×−×− DxB RM  

点 Bの x方向の力の釣合い： 05.02 =×−− CBxAx RPR  

点 Bの z 方向の力の釣合い： 0866025.01 =×++− CDzBz RRP  

点 Bまわりのモーメントの釣合い： 0231 =−+− BBB MMM  

 

次に，各部材のコンプリメンタリ・エネルギの式を示す．部材の曲げモーメントは梁の長手方向に線形に変化して

いるので，コンプリメンタリ・エネルギの式は次のようになる． 

部材 A-B のコンプリメンタリ・エネルギ： 
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釣合い式を制約条件として，全コンプリメンタリ・エネルギを最小にすることにより，反力を求めることができる．

MS-Excel のソルバーを使ってこの計算を行った結果を表 2.3-7に示す．ヤング率 E は 10000 ksiとした．この反力

の計算結果と各部材のせん断力，曲げモーメント・ダイヤグラムを図 2.3-25 に示す．比較のためにこの図中に幾

何学的非線形梁の解析ワークシート（著者のホームページの”elastica.xls”を参照）で解いた結果をカッコ内に示し

た．この解析では軸力の影響も考慮されている．各部材の軸剛性は曲げ剛性に比べて大きいとして断面積はすべて

100 inch2 とした．両者はよく一致しており，反力の仮定２は軸剛性が大きいときのよい近似になっていることが

わかる．仮定１よりも仮定２のほうがよいこともわかる． 

 

 



滝
 

敏
美

「
航

空
機

構
造

解
析

の
問

題
 
–
 
回

答
例

」
 

2
0
1
1
/0
8
/1
8
 

8
7
 

表
 
2
.3
-7
 

不
静

定
梁

２
の

反
力

の
計

算
（

反
力

の
仮

定
２

）
 
–
 
全

コ
ン

プ
リ

メ
ン

タ
リ

・
エ

ネ
ル

ギ
最

小
の

原
理

 

            

R
_
A

x
R

_
A

z
M

_
A

R
_

C
M

_
C

R
_

D
x

R
_

D
z

P
_
B

z
1

P
_

B
x
2

M
_
B

1

(l
b
)

(l
b

)
(i

n
c
h

-l
b

)
(l

b
)

(i
n
c
h

-l
b

)
(l
b

)
(l

b
)

(l
b

)
(l
b

)
(i
n

c
h
-l

b
)

-1
9

7
.0

1
7

9
.5

8
2
4

.2
-2

1
.2

-2
1

2
.1

-1
1
3

.6
3
8

.8
2

0
.5

-1
8
6

.4
-4

4
8

.5

R
_

A
x
の

係
数

R
_

A
z
の

係
数

M
_

A
の

係
数

R
_
C

の
係

数
M

_
C

の
係

数
R

_
D

x
の

係
数

R
_

D
z
の

係
数

P
_

B
z
1
の

係
数

P
_

B
x
2
の

係
数

M
_

B
1
の

係
数

z方
向

の
力

の
釣

合
い

1
1

点
A

ま
わ

り
の

モ
ー

メ
ン

ト
の

釣
合

い
-1

-1
6

1

点
B

ま
わ

り
の

モ
ー

メ
ン

ト
の

釣
合

い
-3

0
1

x方
向

の
力

の
釣

合
い

1
1

点
B

ま
わ

り
の

モ
ー

メ
ン

ト
の

釣
合

い
-2

4

x方
向

の
力

の
釣

合
い

1
-0

.5
-1

z方
向

の
力

の
釣

合
い

0
.8

6
6

0
2
5

1
-1

点
B

点
B

ま
わ

り
の

モ
ー

メ
ン

ト
の

釣
合

い
-1

R
_

A
x
の

項
R

_
A

z
の

項
M

_
A

の
項

R
_
C

の
項

M
_

C
の

項
R

_
D

x
の

項
R

_
D

z
の

項
P

_
B

z
1
の

項
P

_
B

x
2
の

項
M

_
B

1
の

項

z方
向

の
力

の
釣

合
い

0
.0

0
1
7

9
.5

5
0
.0

0
0
.0

0
0

.0
0

0
.0

0
0
.0

0
2
0

.4
5

0
.0

0
0
.0

0

点
A

ま
わ

り
の

モ
ー

メ
ン

ト
の

釣
合

い
0
.0

0
0

.0
0

-8
2

4
.2

4
0
.0

0
0

.0
0

0
.0

0
0
.0

0
-3

2
7

.2
7

0
.0

0
-4

4
8
.4

8

0
.0

0
0

.0
0

0
.0

0
6

3
6

.3
6

-2
1
2

.1
2

0
.0

0
0
.0

0
0

.0
0

0
.0

0
0
.0

0

x方
向

の
力

の
釣

合
い

0
.0

0
0

.0
0

0
.0

0
0
.0

0
0

.0
0

-1
1

3
.6

4
0
.0

0
0

.0
0

-1
8

6
.3

6
0
.0

0

点
B

ま
わ

り
の

モ
ー

メ
ン

ト
の

釣
合

い
0
.0

0
0

.0
0

0
.0

0
0
.0

0
0

.0
0

2
7
2

7
.2

7
0
.0

0
0

.0
0

0
.0

0
0
.0

0

-1
9
6

.9
7

0
.0

0
0
.0

0
1

0
.6

1
0

.0
0

0
.0

0
0
.0

0
0

.0
0

1
8

6
.3

6
0
.0

0

0
.0

0
0

.0
0

0
.0

0
-1

8
.3

7
0

.0
0

0
.0

0
3

8
.8

2
-2

0
.4

5
0

.0
0

0
.0

0

点
B

点
B

ま
わ

り
の

モ
ー

メ
ン

ト
の

釣
合

い
0
.0

0
0

.0
0

0
.0

0
0
.0

0
0

.0
0

0
.0

0
0
.0

0
0

.0
0

0
.0

0
4

4
8

.4
8

E
I

L
L
1

M
1

-1
M

2
-1

U
c
1

L
2

M
1

-2
M

2
-2

(p
s
i)

(i
n

c
h
^4

)
(i

n
c
h

)
(i

n
c
h

)
(i

n
c
h

-l
b

)
(i

n
c
h

-l
b

)
(i
n

c
h
-l

b
)

(i
n

c
h
)

(i
n
c
h

-l
b

)
(i
n

c
h
-l

b
)

部
材

A
-B

コ
ン

プ
リ

メ
ン

タ
リ

・
エ

ネ
ル

ギ
1

0
0

0
0
0

0
0

3
2

1
6

8
8
2

4
.2

4
-6

1
2
.1

2
0

.0
0

2
2

8
9
7

8
-6

1
2
.1

2
-4

4
8
.4

8

部
材

B
-C

コ
ン

プ
リ

メ
ン

タ
リ

・
エ

ネ
ル

ギ
1

0
0

0
0
0

0
0

3
0

3
0

3
0

4
2

4
.2

4
-2

1
2
.1

2
0

.0
0

2
2

4
9
8

0
0

.0
0

0
.0

0

部
材

B
-D

コ
ン

プ
リ

メ
ン

タ
リ

・
エ

ネ
ル

ギ
1

0
0

0
0
0

0
0

3
6

2
4

1
2

8
7

2
.7

3
-1

3
6
3

.6
4

0
.0

0
7
9

5
0
4

1
2

-1
3

6
3

.6
4

0
.0

0

小
計

0
.0

1
2
4

8
9
9

小
計

部
材

B
-D

未
知

数

部
材

A
-B

部
材

B
-D

部
材

A
-B

M
_

B
2

M
_
B

3
外

力
外

力

(i
n
c
h

-l
b

)
(i
n

c
h
-l

b
)

(l
b

)
(l
b

)

8
7

2
.7

4
2
4

.2
2

0
0

3
0
0

M
_

B
2
の

係
数

M
_

B
3
の

係
数

外
力

の
係

数
外

力
の

係
数

-1 8

-1

1

1
-1

2

-1
1

M
_

B
2
の

項
M

_
B

3
の

項
外

力
の

項
外

力
の

項
左

辺
の

合
計

0
.0

0
0
.0

0
-2

0
0

.0
0

0
.0

0
0
.0

0
制

約
条

件
：
左

辺
 =

 0

0
.0

0
0
.0

0
1

6
0

0
.0

0
0

.0
0

0
.0

0
制

約
条

件
：
左

辺
 =

 0

0
.0

0
-4

2
4
.2

4
0

.0
0

0
.0

0
0
.0

0
制

約
条

件
：
左

辺
 =

 0

0
.0

0
0
.0

0
0

.0
0

3
0

0
.0

0
0
.0

0
制

約
条

件
：
左

辺
 =

 0

8
7

2
.7

3
0
.0

0
0

.0
0

-3
6
0

0
.0

0
0
.0

0
制

約
条

件
：
左

辺
 =

 0

0
.0

0
0
.0

0
0

.0
0

0
.0

0
0
.0

0
制

約
条

件
：
左

辺
 =

 0

0
.0

0
0
.0

0
0

.0
0

0
.0

0
0
.0

0
制

約
条

件
：
左

辺
 =

 0

-8
7

2
.7

3
4

2
4

.2
4

0
.0

0
0

.0
0

0
.0

0
制

約
条

件
：
左

辺
 =

 0

U
c
2

(i
n
c
h

-l
b

)

0
.0

0
3
5

4
3

2

0

0
.0

1
0
3

3
0

6
U

c
 合

計

0
.0

1
3
8

7
3

7
0

.0
2

6
3

6
3

6

目
的

セ
ル

変
化

さ
せ

る
セ

ル



滝 敏美「航空機構造解析の問題 – 回答例」 

2011/08/18 

88 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-25 不静定梁２のせん断力，曲げモーメント・ダイヤグラム（反力の仮定２） 
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2.3.9 フレーム１ 

図 2.3-26に示すように反力を定義する．対称性から上向きの反力は外力の 1/2であるので，Ry = 500 lb である．

水平方向の反力 Rx が未知数であり，この構造は不静定である．このフレームを分解してフリーボディ・ダイヤグ

ラムを描いたのが図 2.3-27である． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-26 フレーム１の反力 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-27 フレーム１のフリーボディ・ダイヤグラム 
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梁②の力とモーメントの釣合い式は次のようになる． 

055

0500
5

1

5

2

0
5

2

5

1

=+

=+−

=++

MV

VP

RVP x

 

 

梁①と梁②のせん断力分布と曲げモーメント分布は図 2.3-28 のようになる．曲げによるコンプリメンタリ・エネ

ルギを計算すると， 
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全コンプリメンタリ・エネルギは， 
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釣合い式を制約条件として，全コンプリメンタリ・エネルギを最小にすることにより，反力を求めることができる．

MS-Excel のソルバーを使ってこの計算を行った結果を表 2.3-8に示す．ヤング率 E は 10000 ksiとした．この反力

の計算結果と各部材の反力と曲げモーメント・ダイヤグラムを図 2.3-29に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-28 梁のせん断力分布と曲げモーメント分布 
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表 2.3-8 フレーム１の反力の計算 – 全コンプリメンタリ・エネルギ最小の原理 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-29 フレーム１の反力と曲げモーメント・ダイヤグラム 
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x方向の力の釣合い -271.49 -85.94 357.43 0.00 0.00 0.00 制約条件：左辺 = 0

y方向の力の釣合い -542.97 42.97 0.00 0.00 500.00 0.00 制約条件：左辺 = 0

モーメントの釣合い 0.00 -1074.28 0.00 1074.28 0.00 0.00 制約条件：左辺 = 0
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2.3.10 フレーム２ 

この構造は不静定である．このフレームを分解してフリーボディ・ダイヤグラムを描いたのが図 2.3-30である． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-30 フレーム２のフリーボディ・ダイヤグラム 

 

 

各梁のフリーボディ・ダイヤグラムを参照して，釣合い式を書くと以下のようになる． 
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梁③の釣合い： 011520 423 =−×+− MVM  

梁④の釣合い： 020 411 =+−− MHM  

 

各梁のせん断力分布と曲げモーメント分布は図 2.3-31のようになる． 
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図 2.3-31 各梁のせん断力分布と曲げモーメント分布 
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図 2.3-32 フレーム２の内部荷重計算結果 
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2.3.11 フレーム３ 

この問題は不静定であるので，最少コンプリメンタリ・エネルギの原理を使って解く．外力はフレームの節点

10に働くブラケットからの力と外板に働くせん断流が与えられている． 
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号を示す．下添え字の「s」は外板を示す． 

フレームの i-1番目と i 番目の節点の座標 


















−

−

i

i

i

i

z

y

z

y
,

1

1  

 

外板の i-1番目と i 番目の節点の座標 


















−

−

is

is

is

is

z

y

z

y

,

,

1,

1,
,  

 

要素の長さ（節点間の距離）の計算式は， 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )2,

2

1,

2

,

2

1,

)(2

1,

2

,

2

1,

2

,

)1(

22

1

22

1

)(2

1

22

1

2)1(

,

,

isisisis

i

sisisisis

i

s

iiii

i

iiii

i

zzyyLzzyyL

zzyyLzzyyL

−−−=−−−=

−−−=−−−=

++−−
−

++−−
−

 

節点を結ぶ方向の単位ベクトル（要素の方向の単位ベクトル）の計算式は， 



















−

−

=


























−

−

=


























−

−

=


























−

−

=








+

+

−

−

−

−

−

−

+

+

−

−

−

−

−

−

is

isis

is

isis

i

s

i

s

is

isis

is

isis

i

s

i

s

i

ii

i

ii

i

i

i

ii

i

ii

i

i

L

zz

L

yy

n

m

L

zz

L

yy

n

m

L

zz

L

yy

n

m

L

zz

L

yy

j

m

,

,1,

,

,1,

)(

)(

1,

1,,

1,

1,,

)1(

)1(

1

1

)(

)(

1

1

1

1

)1(

)1(

,

,

 

 

 

 



滝 敏美「航空機構造解析の問題 – 回答例」 

2011/08/18 

97 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-33 節点の位置 

 

 

(2) 節点 i での力の釣り合い 

図 2.3-34を参照すると，節点 i で梁 i-1と梁 i の軸力，せん断力，曲げモーメントは釣り合っているので，釣り

合い式は行列で表示すると次のようになる． 

0

0

)()1(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)1(

)1(

)1(

)1(

)1(

)1(

=−

=






−
−








−







−
+









−

−

−
−

−

−
−

i

i

i

i

i

i

i

ii

i

i

ii

i

i

ii

i

i

i

MM

m

n
S

n

m
P

m

n
S

n

m
P

 

一つめの式を整理すると， 
















 −
=















 −
−

−

−−

−−

)(

)(

)()(

)()(

)1(

)1(

)1()1(

)1()1(

i

i

i

i

ii

ii

i

i

i

i

ii

ii

S

P

mn

nm

S

P

mn

nm
 

梁 i の力について解くと， 


















++−

+−+
=
















 −









−
=















 −







 −
=









−

−

−−−−

−−−−

−

−

−−

−−

−

−

−−

−−−

)1(

)1(

)()1()()1()()1()()1(

)()1()()1()()1()()1(

)1(

)1(

)1()1(

)1()1(

)()(

)()(

)1(

)1(

)1()1(

)1()1(
1

)()(

)()(

)(

)(

i

i

i

i

iiiiiiii

iiiiiiii

i

i

i

i

ii

ii

ii

ii

i

i

i

i

ii

ii

ii

ii

i

i

i

i

S

P

mmnnmnnm

nmmnnnmm

S

P

mn

nm

mn

nm

S

P

mn

nm

mn

nm

S

P

 

)1()( −= i

i

i

i MM  

 

 

節点 i+1

節点 i

節点 i-1

外板

フレームの中立軸










+

+

1

1

i

i

z

y










−

−

1

1

i

i

z

y










is

is

z

y

,

,









+

+

1

1

i

i

z

y

)(iL

)(i

sL

)1( −i
sL

)1( −iL 梁 i

梁 i-1

単位ベクトル 長さ

長さ

長さ

長さ









)(

)(

i

s

i

s

n

m









)(

)(

i

i

n

m









−

−

)1(

)1(

i

s

i

s

n

m









−

−

)1(

)1(

i

i

n

m










i

i

z

y










−

−

1

1

i

i

z

y



滝 敏美「航空機構造解析の問題 – 回答例」 

2011/08/18 

98 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-34 梁の内部荷重の定義 

 

(3) 梁 i の釣り合い 

梁 i に働く外力は，節点 i から節点 i+1間の外板のせん断流の合計だから，力の釣り合い式は次のようになる（図 

2.3-35）． 
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節点 i+1 のまわりに外板 i のせん断流が作るモーメント )(i

qM （図 2.3-36 参照）は２次元のベクトル積を使って次
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したがって，節点 i+1まわりのモーメントの釣り合い式は次のようになる． 
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図 2.3-35 梁 i のフリーボディ・ダイヤグラム 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-36 外板 i のせん断流による節点 i+1まわりのモーメント 

 

(4) ブラケットからの外力 

ブラケットからフレーム節点 10 に入る外力をフレーム節点 10 の位置での力に変換すると図 2.3-37 のようにな

る．梁要素 9のフレーム節点 10にこの外力を負荷する． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-37 ブラケットからフレーム節点 10に働く力とモーメント 
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(5) 最少コンプリメンタリ・エネルギの原理を使った解法 

梁要素 i の内部荷重（軸力，せん断力，曲げモーメント）は線形に変化する．梁のコンプリメンタリ・エネルギ

の計算においては，せん断力と軸力は無視し，曲げモーメントだけを考慮する．軸方向の変形とせん断変形は曲げ

変形に比べて十分小さいので，この単純化をしても十分な精度が確保できる． 

曲げモーメントが線形に変化する梁の曲げによるコンプリメンタリ・エネルギの計算式は， 

( )211

2

6
++ ++= iiii

i

i
ci MMMM

EI

L
U  

ここで，Li：梁の長さ 

EIi：曲げ剛性 

Mi，Mi+1：両端の曲げモーメントの値 

 

フレーム節点 1の軸力，せん断力，曲げモーメントを変数として，全コンプリメンタリ・エネルギを最少にする

と解が得られる．梁要素の内部荷重は梁要素（直線）の向きに合わせて定義しているが，フレームの中立軸は曲線

であるので，フレーム節点位置での内部荷重は隣り合う梁要素の平均をとる（図 2.3-38）．計算結果を表 2.3-10に

示す．表中にはオリジナル文献の計算結果も示したが，本項の計算結果とほぼ一致している． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2.3-38 フレーム節点の荷重の平均化 
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3 補足 

3.1 MS-Excel のソルバーを使った連立方程式の解き方 

静定構造の釣合い式は連立方程式となる．MS-Excel のソルバーを使って連立方程式を簡単に解く方法を表 3.1-1

に紹介する．この方法では，式の変形をしなくてもよいので，計算間違いが少なくなるという利点がある． 

 

表 3.1-1 MS-Excel のソルバーを使って連立方程式を解く方法 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

連立方程式

ソルバー実行前

x1 x2 x3 x4

0.0 0.0 0.0 0.0

ｘ1の係数 ｘ2の係数 ｘ3の係数 ｘ4の係数 定数

第１式 100 150 -200 -20 1200

第２式 -50 50 300 -30 -2000

第３式 200 -250 200 100 1500

第４式 10 -240 -420 120 -2500

x1の項 x2の項 x3の項 x4の項 定数 左辺の合計

第１式 0 0 0 0 1200 1200.00 制約条件： 左辺の合計=0

第２式 0 0 0 0 -2000 -2000.00 制約条件： 左辺の合計=0

第３式 0 0 0 0 1500 1500.00 制約条件： 左辺の合計=0

第４式 0 0 0 0 -2500 -2500.00 目標値： 左辺の合計=0

ソルバー実行後

x1 x2 x3 x4

-31.0 41.2 8.0 134.0

ｘ1の係数 ｘ2の係数 ｘ3の係数 ｘ4の係数 定数

第１式 100 150 -200 -20 1200

第２式 -50 50 300 -30 -2000

第３式 200 -250 200 100 1500

第４式 10 -240 -420 120 -2500

x1の項 x2の項 x3の項 x4の項 定数 左辺の合計

第１式 -3098 6183 -1606 -2679 1200 0.00 制約条件： 左辺の合計=0

第２式 1549 2061 2409 -4019 -2000 0.00 制約条件： 左辺の合計=0

第３式 -6196 -10305 1606 13395 1500 0.00 制約条件： 左辺の合計=0

第４式 -310 -9893 -3372 16075 -2500 0.00 目標値： 左辺の合計=0

未知数

連立方程式の
係数

連立方程式の
各項

変化させるセル

未知数 変化させるセル

連立方程式の
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連立方程式の
各項
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3.2 方向余弦とその使い方 

方向余弦はベクトルの向きを表わす数値の組で，考えているベクトルと同じ向きの単位ベクトルの成分である

（図 3.2-1，図 3.2-2参照）． 

 

� ２次元の場合 

荷重ベクトル： 
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ここで，
yx
ii , ：x方向の単位ベクトルと y方向の単位ベクトル 

yx
PP , ：荷重の x方向成分と y方向成分 

荷重ベクトルの大きさ：
22

yx PPP +=  

荷重ベクトルの方向余弦：
P

P
m

P

P
l

yx == ,  

122 =+ ml  

力の向きの単位ベクトルの x方向成分 l と y方向成分 m の組が方向余弦． 

荷重ベクトルの成分は次の式のように方向余弦を使って表現できる． 

荷重ベクトルの成分： mPPlPP
yx
== ,  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3.2-1 力のベクトルの方向余弦 – ２次元の場合 
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ここで，
zyx
iii ,, ：x方向の単位ベクトル，y方向の単位ベクトル，z 方向の単位ベクトル 

zyx
PPP ,, ：荷重の x方向成分，y方向成分，z 方向成分 

荷重ベクトルの大きさ：
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1222 =++ nml  

力の向きの単位ベクトルの x方向成分 l，y方向成分 m，z方向成分 n の組が方向余

弦． 

荷重ベクトルの成分は次の式のように方向余弦を使って表現できる． 

荷重ベクトルの成分： nPPmPPlPP
zyx
=== ,,  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3.2-2 力のベクトルの方向余弦 – ３次元の場合 

 

 

ベクトルの始点と終点の座標から方向余弦を計算する式を以下に示す（図 3.2-3，図 3.2-4）．トラスの軸力部材

の荷重の方向を結合点の座標から計算するときやパネルの辺に働くせん断荷重の向きをパネルの端の点の座標か

ら計算するときにこの式を使うことができる． 

点１を始点とし，点２を終点とするベクトルの方向余弦は次のように計算できる． 
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ここで，
11 , yx ：始点の x座標と y座標 

22 , yx ：終点の x座標と y座標 
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図 3.2-3 ベクトルの方向余弦 – ２次元の場合 

 

� ３次元の場合 
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始点 1から終点 2の方向の単位ベクトルの x方向成分 l，y方向成分 m，z 向成分 n の組

が方向余弦 

ここで，
111 ,, zyx ：始点の x座標，y座標，z 座標 

222 ,, zyx ：終点の x座標，y座標，z 座標 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3.2-4 ベクトルの方向余弦 – ３次元の場合 
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3.3 ベクトル積によるモーメントの表現 

（１）２次元の場合 

点 Bに力 Fが負荷されるときの点 Aまわりのモーメント Mをベクトル積を使って表わす（参考文献[1]）． 

点 Aの座標を(xA, yA)，点 Bの座標を(xB, yB)とする．点 Aから点 Bへのベクトルを rとし，力のベクトルを F

とする．これらのベクトルの成分を次のように表わす． 










−

−
=

AB

AB

yy

xx
r ， 








=

y

x

F

F
F  

ベクトル積は図 3.3-1の右の図のように定義され，ベクトル積の大きさは２つのベクトルの始点を一致させたと

きにこれらのベクトルが作る平行四辺形の面積である． 

FrM ×=  

( ) ( )
ABxABy

yAB

xAB
yyFxxF

Fyy

Fxx
M −−−=

−

−
=×== FrM  

この式を左の図と比べると，モーメントの式になっていることがわかる．モーメント M の大きさを上の式のよ

うに行列式で定義すると，右手系の座標系ではモーメントの向きも左の図のように正しく定義される． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3.3-1 モーメントとベクトル積の関係 – ２次元の場合 

 

（３）３次元の場合 

３次元の場合には，モーメントの３方向の成分を求める必要がある．参考文献[1]によると，モーメントの成

分はスカラー３重積で表わすことができる． 

３つのベクトル u, v, w のスカラー３重積の定義は次のようになっている（図 3.3-2）． 

[ ] ( ) =×=×⋅= θcos,, wvuwvuwvu  vと wで作る平行四辺形の面積×高さ = uと vと wで作る平行六面体

の体積 

 

各ベクトルの成分を以下のように表わすと，ベクトル３重積は行列式で表すことができる． 
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スカラー３重積を使うと，モーメント M の x軸方向の成分 Mx，My，Mzは次のように表わされる（図 3.3-3）． 
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図 3.3-2 スカラー３重積 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3.3-3 モーメントとスカラー３重積の関係 – ３次元の場合 
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改訂履歴 

� 2011年 4月 23日 初回公開 

� 2011年 5月 2日 改訂１：梁の回答を追加した． 

� 2011年 8月 18日 改訂２：フレームの回答を追加した．ベクトル積によるモーメントの計算式を追加

した． 

 

 


